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摘要：本篇使用再生核近似法處理不均勻流場的局部渦流問題。再生核近似法是無網格法中最早使用多項式重建性產生高精度形函數的方法，以往都用於弱形式加拉金法處理固體力學問題上。他有無網格法容易建立空間離散的特性，並且能直接使用高階近似與使用較少的點數處理複雜的局部解。另外，本文使用強形式取代弱形式以增加計算效率，並引入權重法與錯位壓力投影增加方法的穩定度。最後，本研究使用所提出的強形式再生核近似法求解幾個複雜的流場問題，包含簡單發展流的收斂測試、穴流、階梯紊流場等，可以證明本方法有很高的的效率與精確度。未來將進一步利用無網格的特性，加入調適網格、MPI或GPU併行與高雷諾數。
关键词：無網格法；再生核近似；納維-斯托克斯方程
1 引言

頂蓋驅動的穴流問題計算流體力學中具代表性的問題之一，在矩形空間裡的黏性流體因為黏滯力的影響，隨著頂蓋邊界的移動而形成漩渦。簡單的幾何形狀讓數值模型的建立非常容易，但是在簡單的幾何空間中，包含了許多流體力學現象，渦旋、二次流、過度流以及紊流的發展等等，因此穴流問題時常做測試新的數值方法的標準之一。

近年來無網格法已逐漸發展成熟並大量用來應用在工程問題上，無網格法不需建立數值網格，省略了繁瑣複雜的前置網格建立作業，同時避免了網格間連續性的問題，爾且容易建立高階近似函數。目前無網格法已經被應用在求解不可壓縮黏性流體問題上，例如廣義有限差分法(GFDM)[1]，徑向基底函數配點法(RBF)[2]，無網格Petrov-Galerkin法[3]。
本文的大綱如下：第二段介紹了控制方程式以及再生核近似的基本理論。第三段為數值處理的方法，包含時間積分的投影法、交錯網格、以及拉格朗日乘數法。第四段為管流測試問題以及穴流問題的數值模擬結果。最後是根據數值結果提出的結論與討論。
2 基本理論
納維-斯托克斯方程：納維-斯托克斯方程描述了黏性流體質點的運動，它的假設是整個流體都是連續體，流場中不含有氣泡或是其他空隙，且所有的物理量都是可以微分的。納維-斯托克斯方程式包含了質量守恆方程式


[image: image1.wmf](

)

0

t

r

r

¶

+Ñ×=

¶

u

              
（1）
與動量守恆方程式
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其中
[image: image3.wmf]r

是密度，u是三個方向的速度，P是施加在一個流體例子表面的應力張量，g是重力加速度。

本研究中使用的那維-斯托克斯方程為不可壓縮牛頓流體的特別形式，因此密度不會隨著時間和位置改變，式错误！未找到引用源。

變為
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並假設流體具有等向性且黏滯係數為常數，將應力以下式取代
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其中
[image: image6.wmf]m

為黏滯係數，p是壓力。代回動量守恆方程式错误！未找到引用源。

後可得
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在套用到本研究的問題前先將方程式無因次化來得到帶有雷諾數Re的方程式，如下式所示，在後面的例題會以雷諾數來表示所測試流體的特性。
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再生核近似方法：本研究在尤拉描述的架構下以再生核質點法近似納維-斯托克斯方程的空間離散部分，對於任意一個函數f(x)，它的近似方程可以表示為[4]
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其中
[image: image10.wmf]a

Y

是RK形函數，I是第I個質點。RK形函數又可以表示為
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其中
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為修正方程，
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為核函數。修正方程是一組多項式方程，可表示為
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其中
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將方程式错误！未找到引用源。

可得到RK形函數如下所示错误！未找到引用源。

代入
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核函數（Kernel function）為一組區域函數，只在指定的區域內有值，且與中心點的距離成反比，這個指定的區域為影響域，RK近似屬於全域連續，但只在影響域內有值，因此可以做到局部近似。核函數決定了RK近似方法的連續性以及平滑性，它有許多不同的階數和形狀，只要在影響域內是平滑且連續的方程式都可以使用。本研究使用三階 B-Spline 函數當作核函數，確保對形函數做二次微分時形函數還是連續的。下圖 1為二階RK形函數和離散點，影響域為2.5倍的點距。
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圖1  二階RK形函數和質點分布圖
3 數值處理

投影法：投影法很常被用來運用於實現不可壓縮納維-斯托克斯方程，它的特點就是能夠將流體速度與壓力樣的計算分離，比直接去求解原本的耦合方程式來的容易且有效。首先取納維-斯托克斯方程的動量守恆方程式，以隱式尤拉法離散時間積分項，並在中間插入一個中間速度項
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這裡的n代表的是第n步計算的物理量。我們將一個時間步以中間速度項分為前半步與後半步，前半步只以速度項計算出中間速度並忽略不可壓縮的限制條件，後半步以壓力梯度去修正中間速度並且引入了不可壓縮性
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對後半步兩邊取散度，並引入不可壓縮條件，可將方程式改寫為
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求解這一條泊松方程即可求得壓力項。
交錯網格：交錯網格是一種流體力學常見的空間離散方式，將壓力點與速度點的位置分開擺放，較符合納維-斯托克斯方程推導時的空間離散設置，同時可以避免低階數值近似可能會遇到的棋盤格問題。本研究交錯網格離散點的設置如下圖2所示，整個投影法的求解流程可以分為3個步驟

第一步：在速度點上以第n步的速度場求解中間速度場
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第二步：將中間速度內插到壓力點上，以壓力點計算第n步的壓力場
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第三步：在速度點的位置上計算壓力梯度，修正中間速度來得到第n+1步的速度場
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[image: image25.png]Q@ER:
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圖2  交錯網格離散點設置圖
拉格朗日乘數法：拉格朗日乘數法是一種求極值的方法，能夠求解當n個變數的函數在k個限制條件下的最佳化問題，改寫成求解n+k個變數的拉格朗日函數的極值，但是沒有限制條件的問題。一般情況直接解開方程式並將邊界條件代入、消去變數來求解問題是很困難的，拉格朗日乘數法最大的優點是能夠在沒有顯式限制條件的情況求解問題，將有限制條件的問題改寫為求解拉格朗日函數的局部最佳解，再根據問題去判斷哪些解是問題所求的極值。對不可壓縮納維-斯托克斯方程來說，壓力便是作為對控制方程式套用限制條件的拉格朗日乘數，它對暫存速度的修正引入了不可壓縮性的限制條件，因此我們只需要直接解一條泊松方程即可但是目前泊松方程的邊界條件只有四邊的壓力通量為0，缺少一類邊界的情況會使矩陣奇異無法求解，因此參考W. D. Henshaw的文章[5]增加一項全域一類邊界條件
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NP為全域的離散點數。寫成矩陣形式為
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其中
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。雖然是假想的邊界條件，但在投影法後半段修正所需要的是壓力梯度，因此依然可以套用到本研究的問題。

4 數值算例
管流測試：為了測試提出的數值模型，以簡單的二維管流問題與商業軟體的結果做比較來驗證問題。計算域為管徑1m、管長15m，雷諾數為150。管流的初始條件為速度為0，入口的速度邊界條件為
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，出口的速度邊界條件為
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，出口的壓力邊界條件為
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。頂端和底部為不滑移條件的牆邊界
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。管流測試問題在層流狀態下的解析解為Hagen-Poiseuille flow，出口處的層流曲線為拋物線 
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為中心線的速度，根據通量守恆求出 
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為平均速度為1，r為計算位置與中心線的距離，D為導管直徑。

與ANSYS Fluent的結果比較，出流端的速度曲線最大值與解析解的相對誤差，對誤差與點距取log後結果如下圖3所示，可以看到提出的模型在相同的網格尺寸下有較高的準確度。
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圖3  管流測試收斂圖(方形為RK近似數值解，圓形為ANSYS Fluent的結果)
穴流問題測試：穴流幾何形狀為
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的穩定流動邊界，其餘三個邊界皆為無滑動邊界條件
[image: image42.wmf](

)

0 , 0 

uv

==

，四邊的壓力邊界條件皆為二類邊界條件
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。設定有一個穩定條件，當兩個時間步之內的速度增量小於
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時，判斷流場達到穩定即停止計算。使用二階RK形函數去進行計算，測試了雷諾數分別在100、400、與1000時的情形。

下圖 4至圖 6為離散點為1681點，三種雷諾數的流線圖，可以看到主渦明顯的形成，隨著雷諾數增加，漩渦中心漸漸往矩形空間的中心移動；右下角的角渦亦隨著雷諾數增加慢慢形成，越來越明顯。下圖 7至圖 12與文獻(王士華，2017年)的結果做比較，比對在x=0.5處的水平速度，以及在y=0.5處的垂直速度，證明我們所提出的數值模型能夠以較少的點收練到與文獻相同的結果，能夠比較少的計算量達到較佳的準確度。
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圖4  雷諾數為100、離散點為1681點的流線圖       圖5  雷諾數為400、離散點為1681點的流線圖
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圖6  雷諾數為1000、離散點為1681點的流線圖

[image: image49]
（a）研究結果                     （b）文獻結果（王世華，2017[1]）
圖7  雷諾數為100，x=0.5的水平速度比較圖


[image: image50]
（a）研究結果                     （b）文獻結果（王世華，2017[1]）
圖8  雷諾數為100，y=0.5的垂直速度比較圖

[image: image51]
（a）研究結果                     （b）文獻結果（王世華，2017[1]）
圖9  雷諾數為400，x=0.5的水平速度比較圖
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（a）研究結果                     （b）文獻結果（王世華，2017[1]）
圖10  雷諾數為400，y=0.5的垂直速度比較圖
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（a）研究結果                     （b）文獻結果（王世華，2017[1]）
圖11  雷諾數為1000，x=0.5的水平速度比較圖

[image: image54]
（a）研究結果                     （b）文獻結果（王世華，2017[1]）
圖12  雷諾數為1000，y=0.5的垂直速度比較圖

5 結論

本研究以再生核近似方法在尤拉描述的架構下對於不可壓縮納維-斯托克斯方程進行數值模擬，結合了投影法與拉格朗日乘數法，使用交錯網格建立數值模型，用額外的離散點計算泊松方程來求得壓力修正項。
本研究進行了兩項基本測試，管流問題給定一固定平均流速，經過邊界層影響流速曲線，出流端速度會變為拋物線，與商業軟體進行比較，在同樣的網格大小夠得到較高的準確度。穴流問題測試雷諾數從100至1000，在離散點數為1681點至10201點時的結果，與文獻進行比較，證明了所提出的方法能夠以較少的點數達到更高的準確度。
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