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绕辐射水波格林函数的机器学习与预报 

朱鹏远 1，朱仁传 2，黄山 2 

(1. 清华大学电子工程系，北京，100084；2 上海交通大学船舶与海洋工程系，上海，200240)   

 

摘要：针对深水绕射辐射问题的脉动点源格林函数，提出机器学习建模与预报方法。

论文推导并给出无因次化的脉动点源格林函数表达，采用自适应积分计算获得格林函数库，

通过机器学习训练形成了多层感知网络模型，研究表明网络模型预报的格林函数数值准确、

计算效率高，是提高水动力问题求解效率的新手段，为解决传统计算难题带来了新思路。 
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1 引言 

在经典的线性势流理论范畴内，处理船舶与海洋工程结构物频域绕射辐射问题时，常

用格林函数法计算附加质量和阻尼系数、运动和波浪载荷[1]。格林函数通常包括简单格林

函数和复杂格林函数，简单格林函数亦被叫做 Rankine 源格林函数，由基本空间奇点构成；

复杂格林函数一般指自由面格林函数，特指无限流域中满足线性自由面条件的波动格林函

数，众所周知，它代表的是自由面下一个奇点处的点源运动所产生的速度势，是波浪绕辐

射理论的基础[2]。格林函数法亦称边界元法、奇点分布法或源汇分布法。由于这种方法在

应用上相当灵活，对边界的适应性很强，从 1964 年 Hess 和 Smith 引入源汇分布法以来[3]，

被广泛地应用于求解波浪问题，是解决船舶阻力、运动与载荷等工程问题的重要方法。 

三维自由面格林函数是个无穷积分，被积函数具有高频振荡和增幅的特性，对于该函

数的计算非常困难[2]。精度和效率是格林函数法实施的基本要求，很多学者开展了频时域

自由面格林函数准确快速计算的研究，目前自由面格林函数主要有如下三类计算方法：直

接数值积分方法、级数/渐进展开方法和子域划分加多重切比雪夫多项式逼近方法。直接数

值积分方法易于数值编程实现，计算耗时，但可以得到指定精度的格林函数及其导数值。

级数/渐近展开方法即通过将自由面格林函数积分形式表达为级数和形式来改善数值计算

效率。多项式逼近方法的计算效率最高，有全域逼近的，也有基于子域划分结合多重切比

雪夫逼近的，此方法的研究者有 Newman[4-5]、Chen 等[6]，Francis 和 Wu 等[7-8]，Shan 等[9]，

他们的算法有的已经成为商用程序的基础。解析逼近计算高效但有时也难以控制精度，为

避免精度损失需要对区域进行有效划分。 
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机器学习属于人工智能科学的分支，是一种通用性的数据处理技术，包含了大量的学

习算法，已成功地应用于无人驾驶、图像处理、医学诊断等多个领域。由于机器学习可以

充分利用数据或经验自动改进优化计算程序[10]，本文结合格林函数计算并引入机器学习方

法，以解决水动力问题求解中对格林函数高精度快速计算或预报的实践需求。机器学习算

法主要分为监督算法、无/非监督算法和强化学习等多类算法，众所周知的神经网络算法就

是监督学习中的典型算法之一。正如 Bishop 指出，带有非线性激活函数的感知器网络在非

线性函数的拟合方面具有出色的性能，速度和精度都高于传统的迭代方法[11]。 

近年来，尽管计算机技术发展飞速，三维自由面格林函数的快速计算仍然是个难题，

是制约快速求解船海工程水动力问题和工程实现的“瓶颈”。本文以深水绕射辐射问题为例，

推导了脉动点源格林函数及其导数的 θ 型积分表达，采用自适应积分计算获得高精度的格

林函数，使用 MLP 方法进行训练学习，构建高精度快速获得格林函数的网络预报模型，并

进行预报验证。研究表明机器学习预报模型具有高精度高效率的特性，能有效提高船海工

程水动力问题的求解和工程实现，本文研究方法为传统力学计算的实现带来了新思路。 

2 绕辐射水波格林函数及其无因次表达 

2.1 绕辐射格林函数及其偏导数 

为探索机器学习在绕辐射水波格林函数预报上的应用，本文以格林函数法求解浮体绕

射辐射问题中的脉动点源为例，先给出满足自由面条件的格林函数及其偏导数的表达。若

场点坐标为 ( , , )x y z ，源点坐标为 ( , , )ξ η ζ ，时间因子为-iωt，深水脉动源格林函数波动部分

（简便起见，下称格林函数）可描述为：
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式中 k0 为波数。该式为关于广义波数和广义浪向角的双重积分，沿实轴(0,∞)积分时，在

m=k0 上有奇点，根据无穷远处满足外传播波辐射条件，积分路径需从下面绕过奇点
[1]
。令

Z=z+ζ， 2 2( ) ( )R x yξ η= − + − ，应用贝塞尔(Bessel)函数可得到 G 的 k 型单重积分， 

G=
0 0

00

1
2 e ( )dmZk J mR m

m k

∞

− =
0 0

00

1
2 . . e ( )dmZk PV J mR m

m k

∞

− + 0
0 0 02 ( )k Zk ie J k Rπ     (2) 

第二个等式来源于绕奇点 m=k0 的半个留数， . .PV 是积分取柯西主值的意思。 

分别求公式(2)对垂向 z 和水平方向 R 的偏导，整理可得: 
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图 2 无因次化的格林函数库 

2.2 格林函数 θ 型单重积分及无因次化 

将积分中的广义波数 m 对 k0 进行无因次化处理，得到的积分与原形式一致， 
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记 X=k0R，Y=k0Z，M=Y+iXcosθ，交换积分次序，可得到 G 的 θ型单重积分： 
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进一步可记， 
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式(4)是 θ的单重积分，函数 F(X,Y)中的只有自变量 X、Y，可理解为是相对辐射波长的

水平和垂向位置，是无因次化的距离。H 为阶跃函数，表达如下：cos 0θ < 时 H=0；cos 0θ =
时 H=0.5； cos 0θ > 时 H=1。E1可以写成：
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同理可得格林函数的水平方向偏导数 
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3 格林函数的机器学习与预报验证 

3.1 格林函数计算与数据库 
式(4)和式(5)中的复指数积分，通常可以用多

项式、制表插值或者级数展开的方法计算，制表插

值法的适用范围有限，文献[12]采用 Hess 等给出的

分式多项式来计算时，效率高精度约 10-5 量级，级

数展开的方法效率较低但可以得到更高的精度。形

式上 F 和 F1 的积分核没有奇异点，比较有利于数

值计算处理。但积分核函数高频振荡，目前较好的

办法是采用自适应的求积计算，可以参看笔者对于

有航速格林函数的处理[11]。 

由上可知格林函数对任何频率通用，实际应用时只需做 F 和 F1关于 X、Y 的统一的数

据库就可以了。将船长、船宽和吃水因素考虑到 X 和 Y 里去，并结合性能评估的无因次频

率范围，X 不小于 20，Y 的绝对值不小于 8 基本满足浮体的性能评估。图 2 为 X、Y 方向上

的间隔分别取 0.05 和 0.01，矩形[0,20]×[0,-8]范围内的格林函数库。 
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3.2 机器学习监督算法 MLP 与建模 

机器学习是一种通用性的数据处理技术，人工神经网络中的多层感知器（MLP），带有 

非线性激活函数的感知器网络，在非线性函数的拟合方面性

能突出，能保持水波格林函数的高精度要求。多层感知器除

了输入输出层，它中间可以有多个隐层，最简单的 MLP 只

含一个隐层，即三层的结构（图 3）。从图 3 可以看到多层感

知器层与层之间是全连接的。输入层可以是一个 n 维向量（即

有 n 个神经元）。隐藏层的神经元由输入层神经元得到，假设

输入层用向量 x表示，则隐藏层即为 f (W1x+b1)，W1 是权重，

b1 是偏置；最后的输出层由隐藏层表达，预报模型函数可写

为：f (x) = G{b2+W2[s(b1+W1x)]}，s 为 sigmoid 函数。MLP

所有的参数就是各个层之间的连接权重及偏置。具体确定这

些参数是一个最优化问题。 

此次格林函数的机器学习选用了三层的感知器网络，输入为位置(X,Y)和函数 F，矩形

区域内横向纵向等距离散形成训练样本，隐藏层共设置 100 个节点，使用 sigmoid 激活函

数，输出层使用线性激活函数。选用均方误差的损失函数，使用 Levenberg-Marquardt 算法

进行迭代，该方法兼具快速收敛与最终收敛精度要求，有远超于基于梯度下降的常规优化

器的性能。作为探索，本文对格林函数库中矩形[0,40]×[0,-0.8]平面离散的 800×80 个数据

样本进行训练，实际上这是函数值波动最为剧烈的区域，较能反映神经网络方法的整体性

能。由于网络不需要泛化能力，没有设置测试集与验证集，这使得网络能达到的最大精度

大幅提升。经过 20 万次迭代之后得到最终的 MLP 网络模型。 

3.3 格林函数 MLP 模型的预报精度与效率 

图 4 为格林函数库数据和机器学习训练出来 MLP 网络模型预报出来的结果，可以观察

到神经网络预报的数据与原始数据基本一致。在接近原点处函数值较大，其他区域函数为

逐渐衰减的波动。图 5 为 MLP 网络预报数据的误差分布图，可以看出大部分区域误差都到

10-5 量级。较大的误差主要集中在 X=0 附近，实际代表脉动源附近位置，或非常贴近水面，

实际计算中这一部分的数据精度也需要特殊处理。 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 4 实际数据与神经网络预报数据 

 

图3 监督算法MLP的结构示意图 
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图 5 神经网络预报数据的误差分布 

从图 6 可以进一步看出，数值上误差呈正态分

布在 0 附近，99%的误差均在(-3~3)×10-4 之间，误

差绝对值的均值为 4.24×10-5，非常接近数值积分计

算的精度，已经达到了实际工程应用的精度要求。 

采用四核 2.4GHz 的 CPU 对数值算法与神经网

络预报算法进行测试，得到结果如表 1。神经网络

预报速度约为数值方法的百倍。注意到数据规模更

大时，神经网络表现出了更好的性能，这是由于神

经网络进行计算时，可以将全部输入看做一个大规

模的输入矩阵同时进行运算，提高了运算的速度。 

表 1 不同数据规模下单次计算的平均用时 

方法\输入数据规模 65000 1050000 

数值方法 392.6μs 387.2μs 

神经网络方法 3.013μs 1.321μs 

 

4 结语 

近年来，尽管计算机技术有了飞速的发展，三维自由面格林函数的计算仍然是个难题，

是制约高精度快速求解船海工程水动力问题和工程实现的“瓶颈”。本文以深水绕射辐射问

题，推导了脉动点源格林函数及其导数的 θ型积分表达，采用自适应积分计算获得高精度

的格林函数，设计并计算形成了覆盖全频率的格林函数库，引入了机器学习方法，构建了

格林函数的多层感知网络模型，并进行了预报验证分析。研究表明本文机器学习构建的格

林函数预报模型具有较高的计算效率，计算精度依赖于训练数据，对于能够提供充分格林

函数样本，本文 MLP 预报模型具有高精度高效率的特性，本文方法为提高水动力问题求解

效率提供了新手段，为传统力学难题的解决带来了新思路。 

 

 

图6 神经网络预报数据的误差分布概率 
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Abstract：Multilayer perceptron (MLP) Green’s function prediction model is proposed and 

established by machine learning. In this paper non-dimensional pulsation source Green’s function 

of radiation-diffraction waves is derived. The samples of Green’s function computed by 

numerical integration in advance are used for training MLP model. The MLP Green’s function 

prediction model is validated by the precision comparisons. It is a new approach to improve 

hydrodynamic solution with high efficiency.  
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