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摘要：对新型双层 Boussinesq 水波方程进行扩展使其能够考虑海床运动。针对扩展后

的高精度方程，建立了有限差分方法求解的立面二维数值模型。利用数值模型对由局部海

床垂向运动和沿斜坡海岸加减速运动诱发的兴波进行了数值模拟，计算结果与解析解、物

理模型实验数据及其他类模型结果进行对比并进行了分析。 
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1 引言 

 

水下地震和海底滑坡引起的海底变形是海啸最常见的发生机制，如 Fuhrman 和

Madsen[1]，Dutykh 和 Kalisch 等[2]的研究。由于海啸的直接冲击、径流、漫顶和随后的洪水，

海啸可能在沿海地区引发毁灭性的灾害。在过去的几十年中，人们经过大量的研究开发出

用于评估、控制和减轻海啸灾害的数值模型。地震或滑坡产生的滑坡体在演化过程中是可

变形的，通常为固体物质和水混合而成的泥石流，因此对底部运动的精确建模相当具有挑

战性。为了简化，可将滑坡体视为具有预设形状和运动条件的刚性块体，然后将其轻松地

集成到适合的波浪模型中，来模拟海啸的生成和传播过程。许多研究采用了这种方法，并

取得了相当好的模拟结果，如 Grilli 和 Watts [3]，Fuhrman 和 Madsen [1]，Sue 等 [4]，Tjandra

和 Pudjaprasetya [5]，Whittaker 等[6]，Lynett 和 Liu [7]的研究。 

Boussinesq 类数值模型由于具有较好的非线性和色散性，被广泛应用于模拟海啸生成

和传播。近年来，基于Boussinesq类方程的海床运动引起海啸的数值模型逐渐增多，如Lynett

和 Liu [8]，Ataie-Ashtiani 和 Yavari-Ramshe [9]，Fuhrman 和 Madsen [1]，Zhao 等[10]，Dutykh

和 Kalisch [2]的研究。 

本文重点讨论了 Liu 和 Fang [11]二维双层 Boussinesq 水波方程的推广，增加了随时间变

化的水深项，并建立了一个立面二维模型（有限差分法），用于模拟水底变形产生非线性色

散波的生成和传播。理论分析表明，双层模型展现了良好的线性和非线性性能，而且其对

应的数值模型也能初步印证方程在深水时的色散性和变浅性等基本理论特性。Liu 和 Fang

最近于 2019 年发表了该模型模拟重力自由表面波时精度的研究。本文将介绍该模型应用于



第三十届全国水动力学研讨会暨第十五届全国水动力学学术会议文集 

 - 1282 -

海床运动产生波浪的研究，介绍控制方程和数值方法，并进行了数值实验，将结果与理论

解、实验结果和以往文献中的数值结果进行比较。 

 

2  双层 Boussinesq 模型 

2.1  水底随时间变化的双层 Boussinesq 方程 

 
图 1  水底随时间变化的双层 Boussinesq 波模型示意图 

虚线表示相邻两层之间的界面位置 

 

在图 1 所示的笛卡尔坐标系下，推导出滑坡生成波的双层 Boussinesq 模型，其中 x 轴

和 y 轴位于静水平面，z 轴垂直向上。在恒定密度、不可压缩和无旋的均质流体的假设下，

忽略粘性和表面张力效应的影响，根据 Liu 和 Fang [11]的相同过程，可推导出滑坡生成波控

制方程的立面二维形式，如下所示： 

满足连续性条件及动力学边界条件的控制方程： 

xt w uη η
η η∂

∂ = − ,                              （1） 

21
2t t( 2 ) ( )x x x x x x

u wg u u w w uη η η η η
η ηη η η η∂ ∂

∂ ∂= − − + − +
            （2） 

自由表面上的速度分量： 
2 3

10 10 10 10
1 1
2 6= + x xx xxxu u w u wη η η η− −

                  （3） 

2 3
10 10 10 10

1 1
2 6x xx xxxw w u w uη η η η= − − +

                 （4） 

静水面速度分量的计算公式： 

* * * * * * *
10 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1+ +xx x xxx x xxx xxu u u w w u u wσ σ σ σ σ σ= − − − −         （5） 
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2 3
10 10 10 10

1 1
2 6x xx xxxw w u w uη η η η= − − +

                 （6） 

相邻两层界面上的速度匹配条件： 
* * * * * * *
2 7 2 8 2 9 2 10 2 11 2 1 12 1 2

* * * * * * *
1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1

1
4

3
2

+ (1 ) (1 )

      3

xx x xxx x xxx xx

xx x xxx x xxx xx

u u w w u u c c w

u u w w u u w

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

− + − − − − −

= − − + + − −  （7） 

* * * * * * *
2 7 2 8 2 9 2 10 2 11 1 2 12 1 2

* * * * * * *
1 1 1 2 1 3 1 4 1 13 5 1 12 6 1

1
4

3
2

(1 ) (1 )

      + 3 +

xx x xxx x xxx xx

xx x xxx x xxx xx

w w u u w c w c u

w w u u w w u

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ β σ β σ

− − + − + − + −

= − − + −  （8） 

水底处运动条件： 
* * * * * *
2 7 2 8 2 9 2 10 2 3 11 1 2

* * * * *
2 12 1 2 2 7 2 8 2 9 2

1
3

3 1
2 6

3 (1 )

(1 ) ( )

xx x xxx x N xxx

N xx x xx x xxx t

w w u u w c w

c u h u u w w h

σ σ σ σ β σ

β σ σ σ σ

− + − + − +

+ + + − − + = −      （9） 

可以注意到在式（9）的右侧增加了随时间变化水深项−∂h/∂t。之前 Liu 和 Fang(2016)假设

该项为零，这是本文研究中唯一的变化。在上述方程中，η是从平均水位测得的波面高程，

(uη,wη)和(u10,w10)分别是自由水面和静止水面上的速度分量，( * *,i iu w )(i=1,2)是在两层中定义

的计算速度分量；下标 x 表示关于 x 求导；g 是重力加速度。 

1

1 2

2
1 2c α

α α+= − ，σi (i = 1, 2,…, 12)为： 

2 2 3 3 2
2 1 8 2 1 2 7 8 3 2 9 8 4 1

4 3 3 2 2
5 1 6 1 10 1 2 8 11 8 10 12 8 10

2 2 1 1
5 5 15 15

1 4 1 4
5 5 5 5

,   ,  ,   ,   ,   , ,  

, , (2 ) ,  ,  .

x

x x x

h h hh

h h h h h

σ α σ α σ σ σ σ σ σ σ σ σ α

σ α σ α σ α α σ σ σ σ σ σ σ

= = = = = = =

= = = + = =  （10） 

系数取值为 

1 2 12 13 22 23 ) (0.1053,0.3947, 0.92,0.85,0.937,0.607)α α β β β β =( ， ， ， ， ，  

理论分析表明，该模型（方程（1）-（9））具有很好的线性、非线性、变浅性和传播

特性（从极端深水到浅水）。关于双层 Boussinesq 方程的推导和分析的更多细节，请参阅

Liu 和 Fang [11]。值得注意的是，模型中暂时没有考虑波浪破碎和底部摩擦，本文中研究的

所有滑坡模拟都是针对非破碎波浪，并且没有考虑摩擦效应。 

2.2  数值格式 

以上方程中的最高空间导数为 3，时间步进格式采用混合四阶预测-校正的 Adams- 

Bashforth-Moulton 格式。在预报阶段，利用三阶 Adams-Bashforth 格式求解方程（1）和（2），

可以得到波面和波面处水平速度的预报值；进一步求解方程（3）、（5）、（7）分别得到水平

速度 0u 、
*
1u 和

*
2u 的预报值；进一步求解方程（9）、（8）、（6）、（4）可以分别得到垂向速

度
*
2w 、 *

1w 、 0w 和wη 的预报值。校正阶段利用四阶 Adams-Moulton 格式求解得到波面和

波面处水平速度的校正值，其他过程类似。当所有变量的校正值与预报值在设定的误差

0.0001 内，进入下一时间步，否则更新校正值，重新校正过程。空间导数格式则完全采用
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与 FUNWAVE 类似的数值格式，这里不再赘述。 

除以上边界条件外，本研究中还要模拟海岸上海啸的爬高，这对沿海地区海啸的模拟

至关重要。双层Boussinesq模型使用Lynett等 [13]提出的线性外推法，设置最小水深为 0.0001 

m 识别计算域中的干湿边界。Lynett 等提到该方法在数值上是稳定的，本文的数值模拟也

证实了这一点。 

 

3  计算结果 

3.1  局部海床凸起和凹陷 

对本模型的第一次检验，模拟了Hammack [1212]于1973年进行的恒定水深局部海床凸起

和凹陷的物理模型实验。对随时间变化水深的描述如下： 

  
2 2

0 0( , ) (1 e ) ( )th x t d H b xας −= − − −
                        

 (11) 

式中H为阶跃函数，d0=0.05 m为静水水深，b=0.61 m为水底凸起或凹陷部分的长度，

0 0.005 mζ = ± 为垂直运动幅度，正负分别表示凸起或凹陷。模拟中设定网格尺寸为0.0125 

m，时间步长为0.005 s。 

图2中给出了局部海床凸起的计算结果，与2009年Fuhrman和Madsen的高精度

Boussinesq模型[1]的实验数据和数值模拟      结果进行了比较（在图中称为FM2009）。

Fuhrman和Madsen使用的Boussinesq模型的高精度已经有了很好的验证，而且该Boussinesq

模型的适用范围包含于本文的双层Boussinesq模型，所以该模型的模拟结果可以用作基准。

如图2所示，两个Boussinesq模型具有几乎相同的数值性能。双层Boussinesq模型很好地再现

了滑坡产生的波浪，如图2（（a）和（b））所示。在远离生成位置（如图2（c）和（d））的

区域，波的形状仍然可以用Boussinesq模型很好地模拟，但是波幅和波速偏高。Hammack

认为，这是实验中的能量耗散造成的，而两个数值模型都没有考虑。局部海床凹陷的计算

结果如图3所示，并与Fuhrman和Madsen的高精度Boussinesq模型的实验数据和数值结果进

行了比较。利用本文的双层Boussinesq模型对近场波进行了数值模拟，结果表明该模型在海

床凹陷作用下产生了准确的近场波。由于数值模型中没有能量耗散机制，远场波与测量值

存在明显的偏差。目前，Fuhrman和Madsen的高精度Boussinesq模型和双层Boussinesq模型

在这种情况下几乎具有相同的表现。其中远场的可见差异可能是控制方程或数值方法的不

同导致的。 

Hammack还提出了相同情况下线性化欧拉方程的解析解[12]。将双层Boussinesq模型和

FM2009线性模型模拟的计算结果，分别与图4中局部海床凸起和图5中局部海床凹陷的解析

解进行比较。两种Boussinesq模型的差异可以忽略不计，模拟结果与解析解吻合较好，证明

了数值模型的准确性。 
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图 2  对(a) (x−b) /h0=0, (b)20, (c)180 和(d)400 位置处局部海床凸起生成波浪的模拟 

（实线：线性双层 Boussinesq 模型；点划线： FM2009 的高精度 Boussinesq 模型计算结果；虚线： Hammack

的实验结果） 

 

图 3  对(a) (x−b) /h0=0, (b)20, (c)180 和(d)400 位置处局部海床凹陷生成波浪的模拟 

（实线：线性双层 Boussinesq 模型；点划线： FM2009 的高精度 Boussinesq 模型计算结果；虚线： Hammack

的实验结果） 
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图 4  对(a) (x−b) /h0=0, (b)20, (c)180 和(d)400 位置处局部海床凸起生成波浪的模拟 

（实线：线性双层 Boussinesq 模型；点划线： FM2009 的线性 Boussinesq 模型计算结果；虚线： Hammack

的解析解） 

 

图 5  对(a) (x−b) /h0=0, (b)20, (c)180 和(d)400 位置处局部海床凹陷生成波浪的模拟 

（实线：线性双层 Boussinesq 模型；点划线： FM2009 的线性 Boussinesq 模型计算结果；虚线： Hammack

的解析解） 
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3.2  均匀斜坡海滩上滑坡体运动兴波 

本案例最初由 Lynett 和 Liu [13]利用数值方法模拟了均匀斜坡上滑坡体运动时产生的波

浪，后来由 Fuhrman 和 Madsen [1]使用 Boussinesq 类模型进行了模拟。如图 6 所示，滑坡的

时间历程描述如下： 

   [ ]{ } [ ]{ }4( , ) [tan ] 1 tanh 2 cos( (t)) 1 tanh 2 cos( (t))l r
hh x t x x x x xθ Δ= − + − − −

  
(12) 

其中 

  0 02 2(t) x (t) cos cos ,   (t) x (t) cos cosl r
b bx s x sθ θ θ θ= + − = + +

       
(13) 

式中θ为坡面角度，△h 为下滑的最大垂直高度，xl为左侧拐点位置，xr为右侧拐点位置，b
为 xl与 xr之间沿坡面的长度。式中 x0是滑动体的初始位置，  

( )0
0

(t) ln cosh( )t
ts S=

                        
(14) 

此处使用的参数与 Fuhrman 和 Madsen [1]使用的参数相同，例如θ=6º, h0=1.0 m, x0=2.379 m, 

S0=4.712 m 和 t0=3.713 s。 

 

图 6 水下滑坡的滑动体在(a) t=1.51 s, (b) t=3.00 s, (c) t=4.51 s 和(d) t=5.86 s 时的形态
[7] 

 

选取计算域长 25 m，离散为 0.05 m 的均匀网格，设置时间步长为 0.005 s。将本文双

层 Boussinesq 模型与 Fuhrman 和 Madsen [1]的 Boussinesq 模型的计算结果在图 7 中的四个时

刻进行对比，此外还增加了 Lynett 和 Liu [13]的边界积分方程模型（BIEM）结果作为参考。

BIEM 模型基于完全非线性势理论，它在模拟波浪传播方面的精度已经得到了很好的验[14-15]。

从图 7 可以看出，3 个模型的模拟结果同一性很好，这验证了双层 Boussinesq 模型在模拟

滑坡体运动兴波的生成、传播甚至爬高方面的准确性。 



第三十届全国水动力学研讨会暨第十五届全国水动力学学术会议文集 

 - 1288 -

 
图 7在(a) t=1.51 s, (b) t=3.00 s, (c) t=4.51 s 和(d) t=5.86 s 时刻波浪形态的比较 

（实线：双层 Boussinesq 模型；虚线：Fuhrman 和 Madsen 的高精度 Boussinesq 模型；叉号：BIEM 模型

结果） 

 

4  结论 

作者最近开发的双层 Boussinesq 模型[11]被扩展到地震和滑坡产生波浪的生成、传播和

爬高研究，只需在运动方程中添加一个水深随时间变化项即可成立。本模型的计算结果也

与文献中的其他模拟结果进行了比较，验证了局部海床垂向运动和沿斜坡海岸加减速运动

生成波浪的精确性，与解析解和实验数据的一致性。对于本文中的案例，双层 Boussinesq

模型与 Fuhrman 和 Madsen 的高精度 Boussinesq 模型 [1]非常吻合，与 BIEM 结果 [16]吻合良

好。该模型还较准确地捕捉到了移动的海岸线，但还需要进一步的实验验证。值得一提的

是，只要滑坡的初始形状和变形已知，并且可以输入波浪模型，本模型也适用于模拟可变

形滑坡体运动诱发的波浪模拟。 
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FANG Ke-zhao1* , FAN Hao-xun1 , LIU Zhong-bo2 , SUN Jia-wen1,3 

(1.The State Key Laboratory of Coastal and Offshore Engineering, Dalian University of Technology, Dalian 

116000, Liaoning, Email: kfang@dlut.edu.cn;  2. Transportation Engineering College, Dalian Maritime 

University, Dalian, 116026, Liaoning; 3.National Marine Environmental Monitoring Center, State Oceanic 

Administration, Key Laboratory of Marine Management Technology, Dalian 116023, Liaoning) 

 

Abstract：In this work a recently proposed multi-layer Boussinesq water wave equation is 

extended to include the seabed movement. The vertical two-dimensional model solved by the 

finite difference method is established for the extended highly-accurate equation. For the typical 

waves generated by vertical sea bottom motion and sliding along a slope, the numerical 

simulations are carried out. The results are compared with various analytical, experiments and 

other numerical simulations in literature, with reasonable agreements are found. 

 

Key words：Bottom movement; Boussinesq wave equations; Dispersion; Nonlinearity  
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