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基于位移法浅水波理论波浪破碎数值模拟 

黄东威1，吴锋*，钟万勰，张洪武 

(大连理工大学工业装备结构分析国家重点实验室，大连，116023) 

摘要：本文在 Lagrange 坐标系下推导了二维浅水波波浪破碎项。考虑水底不光滑引起

的摩阻项。基于位移法浅水波理论构建了包含破碎项和摩阻项的浅水波数值模型。利用保

辛算法和有限元建立了相应的求解格式。最后通过文献算例验证了本文所得到的浅水波数

值模型可以有效的模拟近海岸波浪浅化的运动情况。 

关键字：浅水波；位移法；波浪破碎；保辛算法；有限元 

1 引言 

近海岸波浪的运动过程属于浅水波问题。传统的浅水波问题是在 Euler 坐标下以流速

作为基本未知量进行描述，很难得到相应的变分原理。而且在处理动边界（干湿界面问题）

和不平水底的源项等问题时存在虚假振荡、负水深、质量损失等数值困难[1-7]。基于此，

文献[8-14]等采用位移法研究浅水波问题。通过假定水平位移与竖向坐标无关，给出了位移

法的不可压缩条件，基于分析力学的Hamilton变分原理，导出了位移法浅水波方程，并采

用有限元和保辛算法计算非线性浅水波的演化。所构造的算法可以克服负水深、虚假振荡

等数值现象，可以长时间仿真浅水波的非线性演化，没有质量、能量损失等数值问题。但

上述研究工作中没有考虑浅水波波浪破碎现象，实际上浅水波的波浪破碎十分常见。文献

[16-18]研究海浪破碎对近海岸的珊瑚礁的影响进行了试验模拟和数值模拟。文献[19-21]通

过分析海洋建筑在承受海浪破碎影响下结构的损害情况给出了具体的数值分析。准确分析

波浪破碎对近海岸的海洋生态环境影响以及对海洋工程设施和水工建筑的载荷设计具有重

要意义。因此，本文在文献[8,13]的基础上推导了基于 Lagrange 坐标下的波浪破碎项。构

建了考虑波浪破碎、底摩阻和水底不平滑的近海岸波浪浅化数值模型。 
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2 含破碎项、摩阻项的作用量 

基于 Lagrange 坐标系，不考虑破碎作用的浅水波方程有 13-14]  
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式中，u表示水平位移，u表示水平加速度， xu 表示水平位移的一阶偏导， xxu 表示水平加

速度的二阶偏导； g表示重力加速度； h表示水面静止时的水深， xh 表示静水深的一阶偏

导， xxxh 表示静水深的三阶偏导。式(1)可以通过 Hamilton 变分原理导出。因此，可以采用

有限元和保辛方法求解。与传统 Euler 浅水方程相比，位移法浅水波方程仅采用水平位移

作为基本未知量，少了一个未知量和微分方程，数值计算时计算量减少一半，在处理干湿

面时没有虚假振荡，计算精度和稳定性好。但是(1)式中还没有考虑破碎效应，实际上浅水

波的波浪破碎十分常见。在传统 Euler 坐标系下，参考文献 23 考虑破碎项的浅水波方程有 
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式中，η 是 t时刻 ξ 处的水面高度， ξ 是 Euler 坐标下的水平坐标，U 是 ξ 处的流速，

d h η= + 为当地水深， h为初始时刻水深， ( ) ( )h h x uξ = + ； f bR R R= + 即为扩展项，其

中 f

nU U
R g

d
= 为摩阻项， n为摩阻系数， bR 为波浪破碎引起的耗散项。本文基于文献 21

用涡粘法来处理波浪破碎，则有 

 21
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d ξ ξσ η= |   (3) 

式中，σ 是控制波浪破碎强度参数； B的确定由指标 *
tη （与水波破碎的起止时间相关）控制 
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式中， *T 为破碎持续时间， ( )I
tη ， ( )F

tη 为破碎开始和终止参数， 0t 为破碎起始时间。考虑

到不同坐标系下的浅水波方程之间存在如下转换形式 
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 x uξ   = + ， ( , ) ( , )U t u x tξ =  ， ( , ) ( , )t x tη ξ η=  ， ( )
( , ) ( , )

1 x

h x
d t d x t

u
ξ = =

+
 (5) 

式中， ( ),u x t 为水平位移， ( ),x tη 为竖直位移， ( ),d x t 为水深， ( )h x 为初始时刻水深。因

此，基于 Lagrange 坐标系含摩阻项和破碎项的浅水波方程为 
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式中： 
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由于浅水波方程只有二阶精度，忽略了 bR 中关于u的二阶偏导数及其高阶偏导数。 
摩阻项和破碎项可看做非保守力。因此，含摩阻项、破碎项的 Hamilton 动力系统作用

量为 

 ( )
0 0

d
t t

S T U t Rdt= − −    (8) 

式中， ρ 为液体密度， L为计算水域总长，T和U 为系统的动能和势能， R为耗散能。 
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3 有限元离散格式 

由于浅水波方程为非线性偏微分方程，需要进行数值求解。在 Lagrange 坐标下进行有
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限元离散，并定义 

 ( )Tu x= N u   (10) 

式中， ( )xN 是形函数， ( )T

1 2 nu u u= u 是节点位移向量， n是自由度数。将式(10)

代入式(9)中，可得到对应的刚度阵 0K ， 1K ，质量阵M ，恢复力 0G ， 1G （考虑水底不平

顺），阻尼力 fF ，破碎引起的耗散力 bF 如下 
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1K ， 1G 为考虑非线性情况。阻尼项和破碎项不参与变分过程。则变分得 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 1 f b+ − = + − −Mu K u K u u G u G u u F u F u   (15) 

浅水波是 Hamilton 系统，根据式(8)可知虽然系统为非保守系统，但是保辛算法的性能
24 和反应能量的变化仍比非保辛算法要好 25。因此本文仍采用保辛算法即时间有限元法进

行数值仿真，具体实现过程详见文献[26]。 

4 数值算例 

    本文研究文献 23 中的算例，该算例分析孤立波在常数斜坡上的浅化过程。孤立波具体

形式为 
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式中波速 c，波宽相关参数W 为 
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式中， 0η 为初始波高， x为 Lagrange 坐标下的水平坐标。需要注意的是，该浅化模型是从

无穷远处到近海岸的一个浅化过程，初始水深 h要选在无穷远处，且在无穷远处位移边界

条件为零。本文算例参数参考文献 23，其中孤立波波高为 0.2m，缓坡坡度为 1:35，破碎项

相关参数 1.5σ = ， * 6 /T h g= ， 0.05I
t ghη = ， 0.65F

t ghη = ，远端水深为 0 1 mh = − ，

单元长度 0.1mxΔ = ，时间步长取为 0.02stΔ = ，本文孤立波破碎起始时间约为 0 11.84st = ，

其判定依据根据位移法浅水波方程的约束条件来确立的，即液体不可压缩条件 

 ( )( )1 1 1z xw u+ + =   (18) 

其中 zw 为竖向位移一阶偏导， xu 为水平位移的一阶偏导。当 xu 或 zw 趋近于 1− 时即认为发

生破碎。基于以上参数设置，本文计算结果与文献结果比对如图 1 所示 

 

   图 1  本文计算结果与文献结果比对 

从图 1 可以看出，本文结果与参考文献结果具有很好的吻合度。验证了本文所研究的

基于Lagrange坐标下考虑波浪破碎、底摩阻和水底不平滑的近海岸波浪浅化的数值模型的

正确性。同时基于保辛算法的稳定性，本文的水波浅化数值模型具有长时间的仿真能力。 

5 结束语 

本文承接前人的工作基础，基于位移法浅水波理论框架，给出了包含破碎项和摩阻项

的作用量。对作用量进行变分得到了包含破碎、摩阻的不平水底浅水波方程。通过有限元

对非线性偏微分方程进行离散，从而得到了基于Lagrange坐标下考虑波浪破碎的浅水波数
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值模型。在数值计算上本文仅考虑了二维情况，后续工作将推广到三维情况。此外，为构

建完整的基于 Lagrange 坐标系的浅水波数值水槽，之后的工作还将考虑消波问题。 
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Numerical simulation of wave breaking based on displacement 

method Shallow Water Wave Theory 

HUANG Dong-wei1, WU Feng* , ZHONG Wan-xie, ZHANG Hong-wu 

(State Key Laboratory of Structural Analysis of Industrial Equipment,Dalian,116023) 

Abstract：In this paper, the two-dimensional shallow wave breaking term is derived under the 

Lagrange coordinate system. Consider the frictional resistance caused by the uneven bottom of 

the water. Based on the shallow water wave theory of displacement method, a numerical model 

of shallow water wave including fracture term and friction term is constructed. The 

corresponding solution format is established by using the symplectic algorithm and finite element 

method. Finally, a numerical example is given to verify that the shallow water wave numerical 

model obtained in this paper can effectively simulate the motion of near-shore waves shallowing. 

 

Key words：Shallow water wave; Displacement method; Wave breaking; Symplectic algorithm; 

Finite element method 
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