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摘要：本研究采用一种等效移动振荡质量源来模拟有限深分层流体中运动物体的尾流

效应，结合内波本征值问题及 Fourier 变换等方法，得到了计算有限深分层流体中移动振

荡源生成内波垂向位移场和流场的表达式。此法适用于有限深度中的任意分层流体。利用

该理论模型，对两层密度分层流体和不同浮频率的线性分层流体进行了数值模拟。针对物

体运动速度、分层强度、振荡频率对尾迹内波的波形、波幅的影响进行了分析，发现除了

运动速度外，分层强度也会影响尾迹内波各模态的临界相速度，从而影响了尾迹中横波的

存在和散波的张角，浮频率和振荡频率的增大均使尾迹内波的波幅随之线性增长，这说明

了分层环境中的密度梯度越大，运动物体激发的内波波幅越大，运动物体的振荡越强，激

发的内波也越强。而振荡频率的引入则解释了物体高速运动时横波系的存在和散波系的分

离。 
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1 引言 

 

内波激发源的角度，可以将分层流体中运动物体生成的内波分为两类：第一种为体效

应内波，主要由运动物体排水体积的运动变化与背景密度分层流体相互作用产生的内波，

也称为 Kelvin 型内波；第二种为尾迹效应内波，主要由物体尾部的尾流与背景密度分层流

体相互作用产生的内波，也称为非 Kelvin 型内波。 

尾迹效应生成的内波非常不稳定，其激发源更为复杂。Milder[1]提出的一个模型，利用

Fourier 变换得到水平波数域上的内波控制方程，结合上下刚性边界条件求解相应的内波本

征值问题，计算对应的 Green 函数，通过卷积得到波数域上波高的表达式，最后通过 

Fourier 逆变换得到空间域上的波高场。Robey[2]利用 Milder[1]定常移动源模型，将尾流等效

为圆柱体模型，结合实验得到的内波相关波速和尾流增长规律，给出了尾流等效圆柱体移

动速度、长度和直径的确定方法，并与实验结果进行了比较，内波波幅随拖曳速度变化规
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律与实验吻合良好，但波形结构有些差异。Voison[3]将其激发源等效为一个以一定频率振荡

的点源，结果显示随机内波被限制在一个锥形体内。随后 Voison[4]又给出了在时间和空间

上周期分布的脉动点源的集合这一更加完整的理论模型。Gorodtsov 等[5]提出了体源表示

法，受其启发，Dupont 等[6]改进了脉动点源集合，提出移动振荡球形源模型，模拟物体尾

部周期性涡泄生成内波问题，与实验结果比较，在内波波系及波形方面，两者符合良好；

但是该模型是在浮力频率为常数和无界条件下导出的，对于分层环境和边界适应性较差。

Broutman 等[7]基于实验观察结果，提出了湍流尾迹的移动脉冲源汇组合法。Voisin[4]指出这

种脉冲源汇在时间上是离散的周期性发生的，在空间上是相互交错排列的。梁川等[8]受尾

流周期性涡泄现象启发，提出移动脉动的点源方法，丰富了内波波形波系的表达，但并未

对脉动频率的选择进行研究。尤云祥等[9]指出，理论和数值的研究结果很难与实验完全吻

合，在不同方面存在差异，这是由于尾迹激发源成分较为复杂，简化等效源模型只模拟了

尾迹中的主要激发源。 

本研究在尤云祥等[9]提出的等效质量源方法和梁川等[8]提出的移动脉动点源方法的基

础上，考虑周期性涡泄激发的内波影响，建立了考虑振荡的等效质量源方法，并对振荡频

率对内波波幅的影响作了初步研究，尝试建立起尾迹效应内波的振荡频率与物体运动速度

之间的关系。 

 

2  建模与求解 

 

在理论处理上，对于有限尺度物体的 Kelvin 型内尾迹，通常采用移动源汇或偶极子来

模拟其远场的运动，然而单纯的源汇或偶极子不能真实地反映出物体的体积效应，模拟结

果与实际流场往往存在较大的误差。将一些源汇或偶极子进行适当的组合，使之成为一个

体源，来模拟运动物体内波的激发源，这样处理不仅数值模型相对简单，而且物理模型更

加直观。 

对水下移动质量源的内波生成问题，由于它引起的水面位移很小，可以将水面视作一

个刚性平面。在这种“刚盖假设”下，垂向速度方程为： 
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由于w tη= ∂ ∂ ，根据式（1）可以得到垂向位移方程： 
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设移动质量源为一个移动速度为 U 的细长回转体，对称轴中点的运动轨迹为

0( ) ( ,0, )y t Ut z= ，即移动质量源的对称轴中点位于水面下 0z z= 处，且移动方向与轴的正

向相同。记 ( )r f ξ= 为细长回转体的表面方程， 2a 为细长回转体对称轴长度，那么可以

表示为Q ： 

 0( ) ( )d ( ) ( )
a

a
Q U q x Ut y z zξ δ ξ ξ δ δ

−
 = − − −     (3) 

考虑频率为 0ω 的移动振荡质量源Q′可以表示为： 

 0 0
0( ) ( )d ( ) ( ) =

a i t i t

a
Q U q x Ut y z z e Qeω ωξ δ ξ ξ δ δ

−
 ′ = − − −     (4) 

可推导通过傅里叶变换和逆变换得到移动振荡质量源产生内波的垂向位移可以近似为 
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当 0 0ω = 时，式(5)退化为不考虑振荡的等效质量源生成内波的垂向位移，与尤[9]的结果一

致。 

 

3  结果分析 

 

密度分层的海水可以分成密度均匀的上混合层、厚度很薄的强跃层及密度随深度变化

极微的下层，若将跃层简化为间断面，并忽略下层密度的微小变化，则可用两层流体分层

模型来近似。当跃层厚度较大时，跃层内部流体密度一般随着深度加深而线性增大。本研

究选取了两层分层流体和线性分层流体模型，对运动小球生成内波情况进行分析研究。图

1 为本文设置的分层环境的密度和浮频率剖面图。 

图 1 中实线为与实际海洋分层环境的强跃层分布，两条虚线为以不同斜率增加的线性

分层密度分布。针对强跃层分布，首先给出不同速度下第一模态和第二模态的内波等相线

（图 2）。图 2 中实线表示第一模态，虚线表示第二模态，当 4.5cm/sU <  时，第一和第二

模态内波既有横波又有散波；当 4.5cm/s 20.1cm/sU< < 时，第二模态内波横波消失，仅有

散波且散波张角在(t, y)平面内几乎不变，但第一模态内波既有横波又有散波，并且散波张

角随U 增大而逐渐增大。当 20.1cm/sU > 时，第一模态内波横波消失，仅有散波且散波张

角在(t, y)平面内几乎不变（当然在(x, y)空间平面内张角变小）。第二模态及高阶模态的横波

和散波的变化规律类似，只是临界相速度随模态阶数增大而减小。由图 2 还可发现，当两
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个模态均存在横波和散波时，低价模态散波张角较小，分布在图形中间。随着速度增大，

两个模态的散波张角均增大，低阶模态张角迅速增大并占据整个波形而成为主要波系。 
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a) 密度剖面                           b) 浮频率剖面 

图 1 密度和浮频率剖面 

 

 
图 2 速度、浮频率对等相线的影响 

 

 如果在线性分层流体中，运动物体的速度保持不变，那么随着浮频率的增大，内波张

角也逐步增大，并且 N 对模态波形结构的影响与速度相反。当 1.3N > 时，第一和第二模

态内波既有横波又有散波；当0.5 1.3N< < 时，第二模态内波横波消失，仅有散波且散波

张角在(t, y)平面内几乎不变，但第一模态内波既有横波又有散波，并且散波张角随 N 增大

而逐渐增大。当 0.5N < 时，第一模态内波横波消失，仅有散波且散波张角在(t, y)平面内

几乎不变（当然在(x, y)空间平面内张角变小）。  

 图 3 显示了尾迹内波在不同振荡频率下的内波波形图，选取运动物体生成内波场中的

一个定点，对不同浮频率下内波的最大波幅和平均波幅进行统计，得到的结果如图 4 所示。

对于在线性分层环境 N 为常值时，随着 N 的增大，内波的最大波幅和平均波幅也随之线性

增大，针对本文数值实验中振荡频率 0ω 的影响，其作用与浮频率的影响类似，随着 0ω 的
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增大，内波的最大波幅和平均波幅也随之线性增大。 

 
图 3 不同振荡频率下的波形图（ 020cm/s =0, 0.1, 0.2U ω= ， ） 
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图 4 浮频率、振荡频率对波幅的影响 

 

梁川等[8]对移动振荡点源的研究指出不同的振荡频率还可以导致横波以不同的频率出

现，由于 0ω 的引入，会使得原来对称的左右奇点发生偏移，即 

 ( )2 2
0 00 =x m x mk U k Uω ω ω ω− − =  − ±   (6) 

记 ( )0 =x mk Uω ω− − 为左奇点， ( )0 =x mk Uω ω− 为右奇点。通过分析发现：无论U 多大，只

要 0 0ω ≠ ，总存在一个最小波数 min k  ，使得在 ( )min 0,  k k∈ 范围内 yk 为虚数，这说明一定

存在横波系；由于 0ω 的存在，使得左右奇点对应的最小波数 mink 不同，从而出现两个不同

张角的散波系。 
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5 结论 

 

针对目前运动物体尾流激发内波的研究状况，本研究采用一种振荡质量源方法来模拟

分层流体中运动物体的尾流效应，得到了计算有限深分层流体中回转体生成内波垂向位移

场和流场的表达式，针对不同速度、浮频率和振荡频率的尾迹内波进行了分析。 

由于振荡频率的引入，解释了当运动物体的速度大于临界速度时，定常源计算将不出

现横波，而实验在各个速度下都存在横波的现象；当拖曳速度较大时，会出现两个不同张

角的散波系,而用移动振荡源方法计算得到的结果具有上述特点。分析发现，这是由于振荡

频率的引入,当用留数定理求奇点积分时，会使原来对称的左右奇点发生偏移，从而导致横

波的出现和散波系的分离。 

针对不同速度和浮频率下数值求解获取的内波数据进行分析，结果发现随着除物体运

动速度外，分层环境的强弱也可能影响横波的出现，从理论上看主要是物体的运动速度和

分层环境浮频率的大小影响了各个模态的内波临界相速度。浮频率和振荡频率的增大均使

尾迹内波的波幅随之线性增长，这说明了分层环境中的密度梯度越大，运动物体激发的内

波波幅越大，运动物体的振荡越强，激发的内波也越强。 
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Internal wave patterns generated by a translating and pulsating 

mass source in a stratified fluid of finite depth 

WANG Xin-long, WEI Gang, DU Hui, WANG Shao-dong  

 (College of Meteorology and Oceanography, National University of Defense Technology, Nanjing, 211101.  

Email: wxl_90@foxmail.com) 

 

Abstract： In this work, an equivalent translating and pulsating mass source is used to simulate 

the wake effect of moving objects in stratified fluids. A mathematical formula for the vertical 

displacement of the internal waves generated by such a source is derived using both the 

associated eigenvalue problem and the Fourier transform method. This method is applicable to 

any stratified fluid with a finite depth. This theoretical model was used to numerically simulate 

two layers of density-stratified fluids and linear-stratified fluids with different buoyant 

frequencies. In addition to the velocity of the moving object, both the stratification intensity and 

the pulsating frequency influence the waveform, amplitude and flow field of the internal wave. 

The velocity and the stratification intensity were found to affect the critical phase velocity of 

each mode of the internal waves, thus affecting the existence of the transverse wave and the 

opening angle of the divergent waves. The increase in the buoyant frequency and the pulsation 

frequency linearly increase the amplitude of the wave, indicating that the increase in the density 

gradient leads to an increase in the amplitude, stronger pulsation of the moving object and greater 

internal wave excitation. The introduction of the pulsating frequency accounts for both the 

existence of the transverse waves and the separation of the divergent waves. 

 

Key words： internal wave; wake; stratified fluid; pulsating mass source; 
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